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Nota: Fiecare problema este notata cu 22,5 de puncte, punctajul maxim posibil fiind 100
puncte, din care 10 puncte sunt din oficiu.

Problema 1 ( autor **%*)

111
Se considerd matricele A4=|1 1 1|, B=3,-4 si M :§B+3L2A ,unde x este
x
111

un numadr real nenul.
a) Aratati cd B* =3B.
b) Aratatica M -M, =M , pentru orice numere reale nenule x, y.

c) Aratati ca det (M x) # (), pentru orice numar real nenul x.

Detalii rezolvare Barem
asociat
a) Avem A’ =34, deci B> =91,-34=3B, 6
b) Observam cd AB = BA = O, . Rezulta astfel ca
MM =g L pPp U gy 10,5
7 9 O9x y 3 3 (xy) 4

c) Observamca M _-M, =M, =1,, deci M este inversabila, oricare ar fi x#0,
X

ceea ce arata ca det (Mx) #0, oricare ar fi x#0.

x+k k k .
Solutie alternativa. Avem M _=| k x+k k |,unde k= Eyes -2 Atunci 6
ko ko x+k ¥

det(M,) = (x+k)3 +2k° =3k (x+k)=x" +3x°k =x" +x° (%—x} =1, pentru

orice x#0

Problema 2 (autor *** S.G.M 11/2025)

Aritati ci relatia de recurentd a, €[0,1] si a,,, =+/a, —a, pentru orice neN

defineste un sir (an )nE 4 Sistudiati limita acestuia.

Detalii rezolvare Barem
asociat

Pentru ca sirul sd fie corect definit trebuie sa verificim ci a, —a. >0, adica
5

a, e [0, 1] pentru orice n € N, ceea ce iese imediat cu un rationament inductiv




Daca a, =0 atunci a, =0,Vn e N, iar daca a, =1 atunci @, =a, =...=0, deci

a, — 0 in aceste cazuri 4
Daca 0<a, <1, atunci 0< g, S% si, inductiv, 0<a, S% pentru orice n>1 5
In acest ultim caz a,,, =+Ja, —a’ > \/E =a,, deci sirul este crescator 5
Rezulta a, > (>0, (= 1-0%, K:%. 35

Problema 3 (autor ***)

Fie n un numar natural nenul si 4 o matrice nxn inversabila, cu elemente numere reale si
care verificd relatia A+ 4™ =1 .

a) Demonstrati ci A’ =1

b) Ardtati ca n este un numar par.
¢) Determinati det(A4+1,).

Detalii rezolvare Barem
asociat

a) Din ipotezd obtinem 4°> - A+1, =0,,deunde 4’ =1, 6

b) Avem 44> —44+1,=-31,, apoi (det(24-1, ))2 =(-3)", deci n este par 6

¢) Din punctul precedent (det A)3 = (—1)" =1 si, deoarece det 4 este numar real,

reiese det 4 =1

Din ipoteza (4+1,) =3A, deci (det(A+1,)) =3" det 4=3" 4

Cum det(A+1,)= det(A2 +21, ) = det(A+i\/§In )det(A—ix/Eln) > () ca produs

de doud numere complexe conjugate, reiese det(A4+1,)=3"" >3
Problema 4 (autor ***)

a) Aratati cd, dacd functia /' :R — R este periodica si limita )lcl_r)g@ existd, atunci
aceasta limita este nula.

b) Dati exemplu de functie periodica g:R — R pentru care limita )lcl_r)g%x) nu
exista. Justificati raspunsul!
Detalii rezolvare Barem

asociat

a) Fie 7> 0 o perioada a functiei si ¢ valoarea limitei din enunt. Consideram
sirul x, =nT,neN"; avem x, — co. Atunci: pe de o parte %x”) — [, iar pe de 10

alta parte ( f(x, )) , este constant (egal cu f (0)), deci M — 0, de unde
ne x

n




(=0.

b) Consideram functia f:R >R, f(x)= " 1{ } ; ea are perioada 1. 2,5
—{x
. . f(x,) 1 . 1 .
Pentru sirul x, =n,ne N avem ——~=——0; pentrusirul y =n—-—,neN
X, n n
10
avem M S I — 1, deci limita nu exista.
yn n —_——

n




